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岩土塑性理论中功表达的近似性 

祝恩阳，姚仰平 

（北京航空航天大学 交通科学与工程学院 土木工程系，北京 100191） 

 

摘  要：对广义剪应力、广义剪应变的表达式作了说明，在给出其增量表达的同时，指出了在计算二者增量时可能产生的误

解。在此基础上，分析比较由平均主应力、体积应变增量、广义剪应力、广义剪应变增量表述的功的增量以及由三向主应力

与三向主应变增量表述的功的增量得出：两种表述在一般情况下并不一致。但在某些特殊情况下，例如等应力 Lode 角加载

并满足应力全量 Lode 角与应变增量 Lode 角相等时，二者的表述一致。岩土塑性理论中塑性功增量存在与功的增量相同的问

题，然而对于实际岩土材料，应力全量与塑性应变增量等 Lode 角的假定在一般情况下是不能满足的。因此在岩土塑性理论

中，对于一般情况下的等应力 Lode 加载情况，用平均主应力、塑性体积应变增量、广义剪应力、塑性广义剪应变增量表述

的塑性功增量也只是一种近似。 
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Approximation of work calculation in theory of geotechnical plasticity 
 

ZHU En-yang，YAO Yang-ping 
（Department of Civil Engineering, School of Transportation Science and Engineering, Beihang University, Beijing 100191, China） 

 

Abstract: The expressions of generalized shear stress and generalized shear strain are introduced. After analyzing the two 
expressions, mistakes in calculating the increment of generalized shear stress and generalized shear strain are pointed out, and then 
the right calculations are given. Based on this, two expressions of work increment that one is described by mean stress, volumetric 
strain increment, generalized shear stress and generalized shear strain increment and the other is described by three-dimensional 
stresses and three-dimensional strain increments are compared. The conclusion is that the two expressions are not always consistent 
except in some particular conditions. An example of the particular conditions is that loading in constant Lode angle and also the Lode 
angle of the three-dimensional stresses is equal to that of the three-dimensional strain increments. The same inconsistency still exists 
in applications of plastic work increment, while unfortunately the equation of Lode angle of the three-dimensional stresses and the 
three-dimensional strain increments is not always satisfied for practical geomaterials. So in the theory of geotechnical plasticity, for 
the condition of loading in constant Lode angle, the plastic work increment expressed by mean stress, plastic volumetric strain 
increment, generalized shear stress and generalized plastic shear strain increment is just a kind of approximation. 
Key words: theory of geotechnical plasticity; generalized shear stress; generalized shear strain; work increment 

 

1  引  言 

弹塑性力学框架下建立岩土本构模型往往始于

-p q应力空间，其中 p为平均主应力， q为广义剪

应力。在建立起 p、 q与体积应变 v 、广义剪应变

d 的增量耦合对应关系后，再将其扩展至三维情 
况[1]。在实际应用中，增量 q 与 d 的表达常直接

借用 q与 d 的全量定义，并用于表达塑性功增量
pW 。作者认为函数的增量表达应由其全量表达的

全微分得到，上述“直接借用”的做法是值得推敲

的。本文追溯了 q与 d 的定义渊源，对其增量表达

进行了数学推导。在分析了“直接借用”做法的合

理性与严密性后得出其在数学上的确有失严谨，但

对简单加载情况，其并不与全微分表达相矛盾。 
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2  广义剪应力与广义剪应变 

塑性力学中，设三向主应力分别为 1 、 2 、

3 ( 1 2 3  ≥ ≥ )，相应的三向主应变分别为 1 、

2 、 3 。则八面体上的剪应力 oct 与剪应变 oct 可

分别表示为[2－5]： 

     2 22
oct 1 2 1 3 2 3

1
3

              （1） 

     2 22
oct 1 2 1 3 2 3

2
3

               （2） 

对于金属材料，单向受力是经常研究的。假定 

材料的泊松比为 ，为表述简单，定义 oct
3
2

q  ，

 d oct
3

2 2 1
 





，q为广义剪应力， d 为广义剪 

应变。这样在单向受力 a 、并且该方向应变为 a
时， aq  ， d a  [2－5]。一般金属材料体积很难

压缩，故取 0.5  ，所以广义剪应力与广义剪应变

的表达式简化为[2－5]： 

     2 22
1 2 1 3 2 3

2
2

q             （3） 

     2 22
d 1 2 1 3 2 3

2
3

             （4） 

岩土类材料属于塑性材料，故在岩土力学中[6]，

直接将 q与 d 的表达式从塑性力学中借用过来。姚

仰平等[7]也应用其对比萨斜塔的倾斜问题进行了定

性分析。此外，为反映岩土材料体积变形特性，岩

土力学还将塑性力学中平均主应力 p 与体积应变

v 的概念也一同借用了过来[6]。 

 1 2 3
1
3

p                 （5） 

v 1 2 3                  （6） 

3  广义剪应力与广义剪应变的增量 

对于平均主应力 p与体积应变 v 来说，二者分

别是三向主应力与三向主应变的线性函数，故其增

量表达相对简单，将式（5）、（6）微分得 

 1 2 3
1
3

p                （7） 

v 1 2 3                  （8） 

然而，广义剪应力 q与广义剪应变 d 却不是三

向主应力与三向主应变的线性函数，其增量表述相

对复杂。将式（3）、（4）微分可得 

 
 
 

     

1 2 3 1

2 1 3 2

3 1 2 3

2 22
1 2 1 3 2 3

2

2

22
2

q

   

   

   

     

    
 

    
     

    
  

                                        （9） 

 
 
 

     

1 2 3 1

2 1 3 2

3 1 2 3
d 2 22

1 2 1 3 2 3

2

2

22
3

   

   

   


     

    
 

    
     

    
   

                                       （10） 
这里有必要指出，如果习惯性的将增量 q 与

d 用三向主应力增量 1 、 2 、 3 与三向主

应变增量 1 、 2 、 3 直接描述为式（11）、（12）
中的 w( )q 与 d w( ) 是不合理的，如下所示 

 

     

w

2 22
1 2 1 3 2 3

2
2

q

     

 

          
  

                                       （11） 

 

     

d w

2 22
1 2 1 3 2 3

2
3



     

 

          
  

                                       （12） 
比较式（9）～（12），式（11）、（12）的描述显

然与严格推导的式（9）、（10）不符。但进一步分析

表明：在某些特殊情况下，式（9）、（10）的表达可

退化为式（11）、（12）。以式（9）为例，当应力全

量 Lode 角及应力增量 Lode 角相等且为一常量时，

即满足 
2 3 2 3

1 3 1 3

a   
   

   
 

   
      （13） 

式（13）中a为某一介于 0、1 之间的常数。将式（13）
代入式（9）中，得 

     

   

   

     

 

2 2
1 3 1 3

2 2
1 3

2 2
1 3

2 22
1 2 1 3 2 3

w

1 12
2 1 1

2       1 1
2

2
2

a a
q

a a

a a

q

   

 

 

     

           
   

      

           



                                       （14） 
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因此，当等应力 Lode 角加载时，式（9）的表

达可退化为式（11）。同样的方法分析式（10），当

应变全 Lode 角及应变增量 Lode 角相等且为一常量

时，即满足： 

2 3 2 3

1 3 1 3

b   
   

   
 

   
      （15） 

式（15）中b为某一介于 0、1 之间的常数。将

式（15）代入式（10），同样可以得到等应变 Lode
角加载时，式（10）可退化为式（12）。 

4  功的增量的 2 种表达 

至此，对 1 个土单元的应力与应变的描述至少

有 2 种方式：一是用三向主应力 1 、 2 、 3 与三

向主应变 1 、 2 、 3 来描述；二是用应力 p、q与
应变 v 、 d 来描述。于是，外力加载对土单元做功

的增量 W 就会有 2 种表达了。 
受三向主应力 1 、 2 、 3 ，并且当前各方向

主应变分别为 1 、 2 、 3 的土单元，在主应力增

量  1 2 3, ,      作用下，产生的主应变增量为

 1 2 3, ,      ，则根据功的定义，在此过程中外

力对土单元做功的增量 W 为 

1 1 2 2 3 3W                 （16） 

相仿，当前应力状态为 p、q，应变状态为 v 、

d 的土单元，在应力增量  ,p q   作用下，产生的

应变增量为  v d,    ，则此过程中，外力对土单

元做功的增量还可表示为 

v dW p q               （17） 

式中 v 与 d 的表达参照式（8）、（10），对比式

（16）、（17）可知：在一般情况下 W W    。 
进一步分析表明，式（16）与式（17）的表达

也并非完全不等，在某些特殊情况下二者相符一致。

例如考虑等应力Lode角加载，并假定应力全量Lode
角与应变增量 Lode 角一致，即 

2 3 2 3

1 3 1 3

c   
   

   
 

   
       （18） 

式中：c为某一介于 0、1 之间的常量。如果从剪切

加载开始计算应变，则应变全量也满足式（18）所

述应变增量的比例： 

2 3

1 3

c 
 





          （19） 

将式（18）、（19）代入式（17）中可得到 

    

   

2
1 1 3 3 1 1

2
1 3 3 1 3 3

1 1 3 3

1 3 1 3

1 1 2 2 3 3

           1 1

          

          1 1

          

W c

c c c

c c c c

W

     

     

   

   

     

       

       

   

            
      

 

                                       （20） 
式（20）表明，当满足式（18）、（19），即等应

力 Lode 角加载并且应变增量 Lode 角与应力全量

Lode 角相同的情况下，2 种功的增量的表达式（16）
与（17）一致。 

5  岩土材料塑性功表达的近似性 

岩土材料是典型的弹塑性材料，并且相对于总

应变而言，弹性应变所占的份额较小。因此，岩土

本构模型主要讨论岩土材料受力与塑性变形的关

系，又称岩土塑性理论。这样，塑性功 pW 就成为

岩土塑性理论中经常讨论的话题。与功的增量相同，

塑性功增量 pW 的表达也存在上一节所提到的问

题。在常见的等应力 Lode 角加载过程中，如果要

满足如上一节所述的 2 种塑性功增量表述一致，则

参照式（18），前提条件相应的变为 
p p

2 3 2 3
p p

1 3 1 3

c   
   

   
 

   
       （21） 

式中： p
1 、 p

2 与 p
3 分别为主塑性应变增量。 

然而，Wood[8]、Nakai[9]、Anandarajah 等[10]、

郑颖人等[11]、沈珠江[12]、李广信[13]等的试验结果均

表明，岩土类材料的塑性应变增量方向并不惟一的

取决于应力全量，而与应力增量方向也有关。 
姚仰平等根据 Lade 等[14]的试验结果，分析总

结认为，可近似用式（22）来描述岩土材料的实际

塑性应变流动方向[15－18]。 
p p

2 3 2 3
p p
1 31 3

   
  

   

  

       （22） 

对比式（21）与式（22）可知：一般情况下，

等应力 Lode 角加载过程中，岩土材料塑性应变增

量 Lode 角与应力全量 Lode 角相等的条件在实际中

难以满足。因此，在一般情况下，对实际岩土材料

进行等应力 Lode 角加载过程中，按式（17）表述

的塑性功增量 pW  与按功的增量的定义式（16）
表述的塑性功增量 pW 不符。故对一般加载情况而

言， pW  仅是 pW 的一种近似。 
需强调，对岩土力学中常用的常规三轴压缩应

1077 
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力状态  1 2 3  ≥ 或常规三轴拉伸应力状态

 1 2 3   ≥ 而言，式（13）、（15）、（18）、（21）
与（22）均成立，故在这两种常规应力状态下表达

 wq 、  d w 、 W  与 pW  均为精确表达。 

6  结  论 

（1）一般情况下，直接用主应力增量 1 、

2 、 3 或主应变增量 1 、 2 、 3 表达的

增量  wq 、 d w 是不合理的；用 p、q、 v 、

d 表达的功的增量 W  与用 1 、 2 、 3 、 1 、

2 、 3 定义的功的增量 W 不等。 
（2）在某些特殊情况下：例如等应力 Lode 角

加载时，增量  wq 表达成立；等应变 Lode 角加载

时，增量  d w 表达成立；应力 Lode 角与应变增

量 Lode 角在加载中相等且为常量时， W W    。 
（3）实际岩土材料在一般加载情况下，应力全

量 Lode 角与塑性应变增量 Lode 角不能保证时时相

等。故即使等应力 Lode 角加载，塑性功增量表达
pW  也仅为其定义 pW 的近似。 
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